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 تحويلات ريس على زمر هايزنبرغ
 هسهى علي سلام

 ية العلوم_ جامعة البعث_ سورياقسم الرياضيات_ كل
Soha.ali.salamah.111@gmail.com 

و نبُيّن أنّها تحقق حدوداً حرةّ  ،نُميّز في هذا البحث تحويلات ريس ذات الرتب العليا على زمرة هايزنبرغ الملاخص:
 البعد تحت بعض الفرضياّت على المضاريب.

و التي   ،ℍ𝑛ت حرةّ البعد لتحويلات ريس على زمرة هايزنبرغ و نبُيّن التقديرا ،سنقدّم زمرة هايزنبرغ المقلّصة
 الأمر الذي لا يتحقق لأجل زمرة هايزنبرغ المقلّصة.  ،ℍ𝑛ل تعتمد بشكلٍ كبيٍر على بنيّة التمديد 

ثابة مؤثرات زمرة هايزنبرغ المقلّصة( هي بم أوومن ثَّ فإنهّ بالإمكان أن نبُيّن أنّ تحويلات ريس على زمرة هايزنبرغ )
 تخذ قيمها كمضاريب لتحويل فورييه.

 تقديرات حرة البعد. ،حدود حرة البعد ،مؤثر لابلاس الجزئي ،مؤثر لابلاس ،زمرة هايزنبرغالكلمات المفتاحياة: 

Abstract: In this paper, we characterize higher order Riesz transforms on the 
Heisenberg group and show that they satisfy dimension_ free bounds under some 
assumptions on the multipliers. We introduce the reduced Heisenberg group, and 
we show that dimension_ free estimates for Riesz transforms on ℍ𝑛, which 
depends very much on the dilation structure of ℍ𝑛, does not work for the reduced 
Heisenberg group. However, we can view the Riesz transforms on the Heisenberg 
group (reduced Heisenberg group) as an operator valued multiplier for the Fourier 
transform. 
 
Keywords: Heisenberg group, The Laplacian, Sub-Laplacian, dimension −
free bounds, dimension free estimate.  

 المقدامة: 

إن دراسة االباحثين لتحويلات ريس على فضاءات إقليدية له تاريخ طويل جداً و أهمية كبيرة حيث 
و لها مجموعة . Calderόn-Zygmundتقدّم هذه التحويلات أهم الأمثلة عن المؤثرات التكاملية الشاذة 

 ن التطبيقات خاصة في مجال المعادلات التفاضلية الجزئية.متنوعة م
فإنهّ من الطبيعي دراسة ما يشابه هذه  لتالي, و باℝ𝑛إن تحويلات ريس الكلاسيكية ترتبط بمؤثر لابلاس على 

 ى.آخر على مؤثرات تفاضلية جزئية ناقصية  آخرالتحويلات في سياقٍ 
 ،في سياق زمر لي المتراصة, و الفضاءات الريمانية المتراصة و غير المتراصةلقد تّمت دراسة ما يشابه هذه التحويلات 

و بشكلٍ خاص على زمرة هايزنبرغ حيث درس العديد من المؤلفين جوانب مختلفة من  ،زمر لي عديمة القوىو 
 [6]تحويلات ريس على هذه الزمرة الشهيرة. 
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 حويلات ريس. و في بعض الحالات أثبت الباحثون حدوداً حرة البعد لت
حيث  ،نة الأخيرة ند أن المحدودية لتحويلات ريس على الفضاءات المنتظمة دُرست في عدّة سياقاتو و في الآ

في حين  ،Ciaurriراق بحثية للعالم أو نشأت فكرة أخذ تحويلات ريس على فضاءات منظمة من خلال عدّة 
 ين.آخر و  Coulhon من قبل ℍ𝑛دُرست التقديرات حرة البعد لتحويل ريس على 

و نبُيّن أنّها  ،سنتعامل في هذا البحث مع تحويلات ريس ذات الرتب العليا على زمرة هايزنبرغمشكلة البحث: 
 تحقق حدوداً حرةّ البعد تحت بعض الفرضيات.

 مواد البحث و طرائقه:

لفضاء سيجل في  هايزنبرغ هي زمرة من الانسحابات للنصف العلوي إنّ زمرة [𝟕]،[𝟏𝟑]: (𝟏)تعريف 
 ويعرّف عليها قانون التشكيل بالعلاقة: ،ℂ𝒏+𝟏(the Siegel upper half space)الفضاء 

                    (x, y, t)(𝑢, 𝑣, 𝑠) = (𝑥 + 𝑢, 𝑦 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠 + 1
2

(𝑢. 𝑦 − 𝑣. 𝑥)) 

 .ℍ𝑛ويرُمز لهذه الزمرة بالرمز 

ℍ𝑛كما يتحقق أن   = ℂ𝑛 × ℝ  ٍمكافئ للقانون السابق يعُطى بالعلاقة: وفق قانون تشكيل 

                (𝑧, 𝑡)(𝑤, 𝑠) = (𝑧 + 𝑤, 𝑡 + 𝑠 + 1
2

𝐼𝑚(𝑧. �̅�)) 

,[12]: (𝐑𝐞𝐩𝐫𝐞𝐬𝐞𝐧𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧)التمثيل : (𝟐)تعريف  [10], [4]  

 𝑉لقابلة للعكس على ) زمرة المؤثرات الخطيّة ا 𝐺𝐿(𝑉)الزمرة  إلى 𝐺هو تشاكل من الزمرة  𝐺للزمرة  πالتمثيل 
 .πل هو فضاء متجهي عقدي غير صفري, نعتبره كفضاء تمثيل  𝑉(, حيث 

,[𝟒]: (𝐔𝐧𝐢𝐭𝐚𝐫𝐲 𝐫𝐞𝐩𝐫𝐞𝐬𝐞𝐧𝐭𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧)التمثيل الواحدي : (𝟑)تعريف  [𝟏𝟗]  

𝑔تحقق أنهّ لأجل كل  إذاتمثيلًا واحديّاً  πندعو التمثيل  ∈ 𝐺  فإنّ المؤثرπ(𝑔) لى واحدي ع 
𝑉 تحققت العلاقة:          إذا, أي〈𝜋(𝑔)(𝑣), 𝜋(𝑔)(𝑤)〉 = 〈𝑣, 𝑤〉  

,𝑣لأجل كل  𝑤 ∈ 𝑉  و𝑔 ∈ 𝐺. 

,[𝟕]: (𝟒)تعريف  [𝟏𝟒], [4] 

𝑊يطُلق على الفضاء الجزئي المغلق  ⊂ 𝑉  ل بأنهّ فضاء لا متغيّر بالنسبةπ تحققت العلاقة: إذا 
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π(𝑔)𝑊 ⊂ 𝑊 
𝑔لأجل كل  ∈ 𝐺. 

   [𝟒]ثيل غير القابل للاختزال: : التم(𝟓)تعريف 

ومغلق تماماً, أي  πل لم يتواجد أي فضاء جزئي لا متغيّر بالنسبة  إذاإنهّ غير قابل للاختزال  πيطُلق على التمثيل 
 نفسه.  𝑉الفضاء  إلىإضافة  𝑂أن يكون الفضاء الجزئي اللا متغير والمغلق الوحيد هو فقط 

,[6] :(𝟔) تعريف [17], [1]  

ℍ𝑛 لتكن = ℂ𝑛 × ℝ :زمرة هايزنبرغ المزودّة بقانون التشكيل الآتي 

(𝑧, 𝑡). (𝑤, 𝑠) = (𝑧 + 𝑤, 𝑡 + 𝑠 +
1
2

𝐼𝑚(𝑧. �̅�)) 

2𝑛)يوَّلد بـ  𝔥𝑛إن جبر لي الموافق  +  حقل متجه معطاة بالشكل: (1

                      𝑗 = 1,2, … , 𝑛       𝑋𝑗 = ( 𝜕
𝜕𝑥𝑗

+ 1
2

𝑦𝑗
𝜕

𝜕𝑡
) 

                      𝑗 = 1,2, … , 𝑛       𝑌𝑗 = ( 𝜕
𝜕𝑦𝑗

− 1
2

𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑡
) 

                                                 𝑇 = 𝜕
𝜕𝑡

 

 [8]المعرّف بالشكل: ℒلذلك يسمّى المؤثر 

ℒ = − ∑(𝑋𝑗
2 + 𝑌𝑗

2)
𝑛

𝑗=1

 

,𝑋𝑗حيث  𝑌𝑗 لحقول المتجهة اللامتغيرة يسارياً التي سبق وعرفناها.هي ا 
 [5] , و يُكتب بشكلٍ أكثر دقةً وفقاً للعلاقة:ℍ𝑛يدُعى هذا المؤثر بمؤثر لابلاس الجزئي على 

𝓛 = −∆𝑧 −
1
4

|𝑧|2 𝜕2

𝜕𝑡2 + 𝑁
𝜕
𝜕𝑡

 

 .ℂ𝑛هو مؤثر لابلاس على  𝑧∆حيث 

𝑁والمؤثر         = ∑ (𝑥𝑗
𝜕

𝜕𝑦𝑗
− 𝑦𝑗

𝜕
𝜕𝑥𝑗

)𝑛
𝑗=1   .[5] هو مؤثر الدوران 
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 بالشكل الآتي أيضاً: ℒو يمكن أن نكتب 

𝓛 = − 
1
2

∑(𝑍𝑗𝑍�̅� + 𝑍�̅�𝑍𝑗)
𝑛

𝑗=1

 

 حيث:

𝑍𝑗 = 𝑋𝑗 − 𝑖𝑌𝑗                                

𝑍�̅� = 𝑋𝑗 + 𝑖𝑌𝑗      ; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

 تحويل ريس:1.1. 

 [6]و الآن لنعرّف تحويل ريس بالشكل: 

𝑅𝑗 = 𝑍𝑗𝓛− 12                         

𝑅�̅� = 𝑍�̅�𝓛− 12     ; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛                                   (1.1) 

 .ℍ𝑛على  𝓛وكما نرى فهو مرتبط مع مؤثر لابلاس الجزئي 

 [3]:  1.1مبرهنة

ℎليكن  ∈ ℝ  عندئذٍ التطبيق𝜋ℎ  من زمرة هايزنبرغℍ𝑛 فضاء المؤثرات الخطيّة المحدودة على  إلى𝐿2(ℝ𝑛) 
 المعرّف بالشكل:

𝜋ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑡): = ℯ𝑖(ℎ𝑡𝐼+𝑥𝑄+ℎ𝑦𝐷) 
 .ℎيدُعى تمثيل شرودنر مع الوسيط  , و𝐿2(ℝ𝑛)على فضاء هيلبرت  ℍ𝑛ل هو تمثيل واحدي 

 [3]:  (𝟏)ملاحظة

فإنّ التمثيلات الواحديةّ غير  Stone_ Von Neumannلدينا في العديد من الأبحاث أنهّ من مبرهنة 
, يمكن تعريفها بأخذ وسطاء من 𝐿2(ℝ𝑛)و المؤثرة على  ℍ𝑛القابلة للاختزال, و غير المنتهيّة البعد للزمرة 

ℝ∗ = ℝ ⧵ λ. حيث لأجل {0} ∈ ℝ∗  يعُرّف تمثيل شرودنر الذي سنرمز له في بحثنا بالرمز𝜋𝜆  للزمرة
ℍ𝑛 :بالشكل 

𝜋𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑡)φ(𝜉) = ℯ𝑖𝜆𝑡ℯ𝑖𝜆(𝑥𝜉+1
2𝑥𝑦)φ(𝜉 + 𝑦)                                 

φحيث  ∈ 𝐿2(ℝ𝑛)  وξ ∈ ℝ𝑛. 
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𝜆و بأخذ  = ,𝜋1(𝑥      يكون:  1 𝑦, 𝑡) = ℯ𝑖𝑡𝜋(𝑧)      حيث𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦          

𝜋(𝑧)𝜑(𝜉)حيث:   = ℯ𝑖(𝑥𝜉+1
2𝑥𝑦)𝜑(𝜉 + 𝑦) 

 [𝟐]دوال هرميت:  (𝟕)تعريف 

𝑘لنبدأ بتعريف كثيرات حدود هرميت, لأجل  = 0,1,2, … 𝑡و  … ∈ ℝ نعُرّف كثيرة حدود هرميت ,
𝐻𝑘(𝑡) :بالمعادلة 

𝐻𝑘(𝑡) = (−1)𝑘ℯ𝑡2   
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘 {ℯ−𝑡2}                                    

 عندئذٍ فإنّ دوال هرميت المنظمة تعُرّف بالشكل:

ℎ𝑘(𝑡) = (2𝑘√𝜋𝑘!)
− 12𝐻𝑘(𝑡)ℯ− 12𝑡2

                                   

 .𝐿2(ℝ)شكّل قاعدة متعامدة منظمة في الفضاء إنّ هذه الدوال تُ 

, و يتم الحصول عليها بأخذ جداءات تنسوريةّ.        و Φ𝛼يرُمز لدوال هرميت ذات الأبعاد العليا بالرمز 
αلأجل أي دليل متعدّد  لتاليبا = (α1, α2, … , α𝑛)  و لأجل𝑥 ∈ ℝ𝑛:فإننّا نعُرّف , 

Φ𝛼(𝑥) = ∏ ℎ𝛼𝑗(𝑥𝑗)     ; 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛
𝑛

𝑗=1

                       

. و هي دوال ذاتيّة لمؤثر هرميت موافقة للقيم الذاتيّة 𝐿2(ℝ𝑛)قاعدة متعامدة للفضاء  {Φ𝛼}و عندئذٍ تكون 
(2|𝛼| + 𝑛) :[16] 

H = −∆ + |𝑥|2 
HΦ𝛼حيث يكون:  = (2|𝛼| + 𝑛)Φ𝛼; |𝛼| = ∑ 𝛼𝑗

𝑛
𝑗=1   

 :|𝛼|(𝑖−)موافقة للقيم الذاتيّة  ℱو هي أيضاً دوال ذاتيّة لتحويل فورييه 
ℱΦ𝛼 = (−𝑖)|𝛼|Φ𝛼 

 [𝟏𝟎]: (𝟖) تعريف

,𝑝)إنهّ ضعيف من النوع  𝐴نقول عن مؤثر  𝑝) وجد ثابت  إذا𝑐 > λبحيث تتحقق لأجل  0 > العلاقة  0
 الآتية:

|{𝑥 ∈ 𝐺: |𝐴𝑓(𝑥)| > 𝜆}| ≤ 𝑐
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐺)

𝑝

𝜆𝑝  
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. }|حيث   .𝐺قياس هار على مجموعة في  إلىيرمز  |{

 [6]: (𝟐)ملاحظة 

 𝑅𝑗لقد تمت دراسة تحويلات ريس على زمرة هايزنبرغ من قبل العديد من الباحثين, و من المعروف أن 
1, حيث 𝐿𝑝(ℍ𝑛)على فإنها محدودة  لتاليهي مؤثرات تكاملية شاذة, و با 𝑅�̅�و  < 𝑝 < ∞. 

 .(1.1)و كذلك فإنّ هذه المؤثرات من النوع الضعيف 
 . ℍ𝑛ةً على ذلك فإنّ الحدود لهذه المؤثرات لا تتعلق ببعد الزمرة و و علأ

,𝟏𝟓]: (𝐫𝐞𝐝𝐮𝐜𝐞𝐝 𝐇𝐞𝐢𝐬𝐞𝐧𝐛𝐞𝐫𝐠 𝐠𝐫𝐨𝐮𝐩): زمرة هايزنبرغ المقلاصة  (𝟗)تعريف 𝟏𝟕] 

ℍ𝑟𝑒𝑑رمزها 
𝑛:و تعُرّف هذه الزمرة بالعلاقة , 

ℍ𝑟𝑒𝑑
𝑛 = ℍ𝑛

𝛤⁄  

 حيث:
Γ = {(0,2𝜋𝑘): 𝑘 ∈ ℤ} 

 و هي زمرة جزئيّة مركزيةّ. 
 و سنعتبر المؤثرات التي عرفناّها سابقاً هي ذاتها المؤثرات المؤثرة على زمرة هايزنبرغ المقلّصة.

 [𝟏𝟓]:  1.2مبرهنة

1 لأجل كلّ  < 𝑝 <  , بحيث لأجل كل𝑛مستقل عن البعد  𝑐𝑝, يوجد ثابت ∞

 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 (ℍ𝑛
𝛤⁄  , تتحقق المتراجحة:(

‖‖(∑|𝑅𝑗𝑓|2
𝑛

𝑗=1

+ ∑|𝑅�̅�𝑓|2
𝑛

𝑗=1

)

1
2

‖‖

𝑝

≤ 𝑐𝑝‖𝑓‖𝑝                                (1.2) 

  [𝟗]:  (𝟏𝟎)تعريف

=𝑧∆ليكن  ∆𝑥 + ∆𝑦  رمزاً لمؤثر لابلاس علىℂ𝑛  ل المطابقةℝ2𝑛 عندئذٍ نعُرّف التوافقية المجسّمة ثنائية ,
,𝑝), و من الدرجة (bigraded solid harmonic)التحدّر  𝑞)  بأنّها دوال توافقية علىℂ𝑛  لها
 الصيغة:
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𝑃(𝑧) = ∑ ∑ 𝑐𝛼,𝛽𝑧𝛼𝑧̅𝛽
|𝛽|=𝑞|𝛼|=𝑝

 

 تحقق شرط التجانس: 𝑃(𝑧)و نلاحظ أنّ 
𝑃(𝜆𝑧) = 𝜆𝑝�̅�𝑞𝑃(𝑧)    ; ∀𝜆 ∈ ℂ 

 و لنُعرّف المجموعة:
ℋ𝑝,𝑞 = {𝑃 ∈ 𝒫𝑝,𝑞: ∆𝑧𝑃 = 0} 

 بالصيغة السابقة, وكذلك يكون: 𝑧̅و  𝑧ب  𝑃هو فضاء كل كثيرات الحدود  𝒫𝑝,𝑞حيث 

∆𝑧= ∑ 𝜕𝑧𝑗̅̅ ̅̅ 𝜕𝑧𝑗

𝑛

𝑗=1

 

𝑧𝑗∂حيث:    = 1
2

(𝜕𝑥𝑗 − 𝑖𝜕𝑥𝑛+𝑗) 

𝜕𝑧𝑗̅̅ ̅̅ =
1
2

(𝜕𝑥𝑗 + 𝑖𝜕𝑥𝑛+𝑗)             
 .(bigraded spherical harmonics)تدُعى توافقيات كرويةّ ثنائية التحدّر  ℋ𝑝,𝑞إنّ عناصر 

𝑋𝑗)_ إنّ تحويلات ريس المعرّفة بالصيغ:  − 𝑖𝑌𝑗)𝓛− 12  و(𝑋𝑗 + 𝑖𝑌𝑗)𝓛− 12  هي مضاريب لزمرة تحويل
 [6]فورييه. 

 يتمّ اعطاء المضاريب المقابلة بالشكل: 

𝐴𝑗(𝜆)𝐻(𝜆)− 12 

𝐴𝑗
∗(𝜆)𝐻(𝜆)− 12 

 [6].إلىعلى التو 
𝑗حيث لأجل  = 1,2, … , 𝑛 و ,λ ∈ ℝ ّفإن ,𝐴𝑗(𝜆)  و𝐴𝑗

∗(𝜆) المؤثرات الموّلدة والعادمة المعرّفة  هي
 بالشكل:

𝐴𝑗(𝜆) = − 
𝜕

𝜕𝜉𝑗
+  𝜆𝜉𝑗 

𝐴𝑗
∗(𝜆) =

𝜕
𝜕𝜉𝑗

+  𝜆𝜉𝑗 

 وحيث:

𝐻(𝜆) = −∆ + 𝜆2|𝑥|2 =
1
2

∑ (𝐴𝑗(𝜆)𝐴𝑗
∗(𝜆) + 𝐴𝑗

∗(𝜆)𝐴𝑗(𝜆))
𝑛

𝑗=1

 

 ℝ𝑛 .[6]في هو مؤثر هرميت 
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, كمضاريب فورييه ذات الرتب العليا المقابلة لمثيلاتها من ℍ𝑛بر تحويلات ريس ذات الرتب العليا على سنعت

𝐴𝑗و   𝐴𝑗(𝜆)𝐻(𝜆)− 12الشكل: 
∗(𝜆)𝐻(𝜆)− 12 . 

فهي محدودة على  ليلتامؤثراتٍ شبه تفاضليّة من المرتبة صفر, و با إلىةً على ذلك فإنّ هذه المؤثرات تؤول و و علأ
𝐿𝑝(ℝ𝑛) 1, حيث < 𝑝 < ∞. 

و قد تّم أيضاً دراسة تحويلات ريس ذات الرتب العليا المرتبطة بمؤثر هرميت, و ذلك عن طريق تعريفها كمؤثرات 
 من الصيغة:

𝐴(𝜆)𝛼𝐻(𝜆)− 12|𝛼| 
𝐴∗(𝜆)𝛼𝐻(𝜆)− 12|𝛼| 

𝐴(𝜆)هو دليل متعدّد, وحيث: αحيث  = (𝐴𝑗(𝜆))   و𝐴∗(𝜆) = (𝐴𝑗
∗(𝜆)).هي متجهات , 

 [15]و هنا سنفرض المؤثرات : 

𝐺𝜆(𝑃)𝐻(𝜆)− 𝑚2  
هو توافقية مجسّمة ثنائية التحدّر  𝑃بأنّها عبارة عن التعبير المألوف لتحويلات ريس ذات الرتب العليا, حيث 

(bigraded solid harmonic)  علىℂ𝑛 و ,𝐺𝜆(𝑃)  هو المؤثر المرتبط مع𝑃  وفق مقابلته
 [18]بتحويل وايل, و ذلك بالشكل الآتي: 

λلأجل  >  فإنهّ يكون:  0

𝐺𝜆(𝑃)𝑃𝑚(𝜆) = 𝜆𝑛2𝑝+𝑞(−1)𝑝𝑊𝜆 (𝑃𝜑𝑚−𝑞,𝜆
𝑛+𝑝+𝑞−1) 

λو لأجل  <  فإنهّ يتحقق: 0

𝐺𝜆(𝑃)𝑃𝑚(𝜆) = (−𝜆)𝑛2𝑝+𝑞(−1)𝑞𝑊𝜆 (𝑃𝜑𝑚−𝑞,𝜆
𝑛+𝑝+𝑞−1) 

𝑚حيث إنّ  ∈ ℕ    :و يكون , 

𝑃𝑚(𝜆)𝑓 = ∑ (𝑓, Φ𝛼
𝜆)

|𝛼|=𝑚

Φ𝛼
𝜆 

Φ𝛼و                              
𝜆(𝑥) = |𝜆|

𝑛
4Φ𝛼 (|𝜆|

1
2𝑥) 

 و حيث: 

𝜑𝑘,𝜆
𝑛+𝑝+𝑞−1(𝑧) = 𝐿𝑘

𝑛+𝑝+𝑞−1 (
1
2

𝜆|𝑧|2) ℯ− 14𝜆|𝑧|2
 

𝑛هي دوال لاجير من المرتبة  + 𝑝 + 𝑞 − 1. 
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𝑃(𝑧)إنّ الصف الأخير من المؤثرات التي تعُرّف تحويلات ريس يتضمّن الصف الذي سبقه, و ذلك لأنّ  =
𝑧𝛼  و𝑄(𝑧) = 𝑧̅𝛼 هي توافقيات مجسّمة ثنائية التحدّر من الدرجة ,(|𝛼|, ,0)و  (0 |𝛼|)  على

 الترتيب.
  [11]هذا و تتحقق العلاقات الآتية: 

𝐺𝜆(𝑃) = 𝐴(𝜆)𝛼 

𝐺𝜆(𝑄) = 𝐴∗(𝜆)𝛼 

 [𝟏𝟓]:  1.3مبرهنة

 , فإنّ المؤثر:𝑚, و من الدرجة الكليّة 𝑃لأجل كلّ توافقية مجسّمة ثنائيّة التحدّر 

𝐺𝜆(𝑃)𝐻(𝜆)− 𝑚2  

1, حيث 𝐿𝑝(ℝ𝑛)اً على يكون محدود < 𝑝 <  .(1,1). و هو ضعيف من النوع ∞

 [𝟏𝟓]:  1.4مبرهنة

عرّف بالصيغة: 𝑇𝑃, فإنّ المؤثر 𝑚, و من الدرجة الكليّة 𝑃لأجل أيّ توافقيّة مجسّمة ثنائيّة التحدّر 
ُ
 الم

𝑊𝜆(𝑇𝑃𝑓) = 𝑊𝜆(𝑓)𝐺𝜆(𝑃)𝐻(𝜆)− 𝑚2  

1, حيث 𝐿𝑝(ℂ𝑛)وداً على سيكون محد < 𝑝 <  .(1,1). و هو ضعيف من النوع ∞

 : (𝟏𝟏)تعريف

, و 𝐿2(ℝ𝑛)على  𝑀(𝜆)إنّ مضاريب فورييه على زمرة هايزنبرغ هي أسرة من المؤثرات الخطيّة المحدودة 
 بالشكل: 𝑇𝑀لنعرّف التحويل 

𝜋𝜆(𝑇𝑀𝑓) = 𝑓(𝜆)𝑀(𝜆) 
𝑓(𝜆)حيث   = 𝜋𝜆(𝑓) .هي مفهوم زمرة تحويل فورييه على زمرة هايزنبرغ 

 [15]_ و الآن نعتبر أنّ تحويلات ريس: 

𝐺𝜆(𝑃)𝐻(𝜆)− 𝑚2  
  .ℍ𝑛كمضاريب لزمرة تحويل فورييه على زمرة هايزنبرغ 

  .𝐿2(ℍ𝑛)التأثير على  إلىتومورفيزم الذي يؤدي و بالأ ℍ𝑛تؤثر على   𝑈(𝑛)_ إنّ الزمرة الواحديةّ 
,𝑝)يرمز لفضاء التوافقيات المجسّمة ثنائية التحدّر من الدرجة   ℋ𝑝,𝑞_ نعلم أنّ  𝑞) و إنّ هذه التوافقيات ,

 𝑈(𝑛). [15]على  𝑅(𝜎)تشكل دعامةً لتمثيلٍ واحديٍّ غير قابلٍ للاختزال 
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على  𝑘المقابل للفضاء الذاتي الموافق للقيمة  𝐿2(ℝ𝑛)ل للمسقط المعامد  𝑃𝑘(𝜆)ب _ فيما يلي نرمز 
𝐻(𝜆). 

σلتأثير  ρ(𝜎)𝑓ب _ و لنرمز أيضاً  ∈ 𝑈(𝑛)  على الدوال المعرّفة علىℍ𝑛 :[5], أي 
ρ(𝜎)𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝑓(𝜎−1𝑧, 𝑡)                                    (1.3) 

𝑟 و لأجل  >  [5]: (nonisotropic)لإيزوتروبي لنُعرّف التمديد غير ا 0
𝛿𝑟𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝑓(𝑟𝑧, 𝑟2𝑡)                                   (1.4) 

قمنا بدراسة تحويلات ريس الشهيرة اعتماداً على مفهوم زمرة هايزنبرغ و مؤثر لاباس الجزئي المقابل لها, النتائج: 
 إلىالحقول المتجهة اللامتغيرة يساريًا على هذه الزمرة, و توصلنا الذي هو مجموع مربعات المؤثرات التفاضلية من 

أن هذه التحويلات تحقق حدوداً حرة البعد أي أننا بينا التقديرات حرة البعد لتحويلات ريس على زمرة هايزنبرغ, 
 الأمر الذي يفيدنا باستخدام هذه المتباينات في العديد من الدراسات القادمة.

  المناقشة:

 [𝟏𝟓]: تحويلات ريس ذات الرتب العليا على زمرة هايزنبرغ:  (𝟏𝟐)تعريف

 , بالشكل:ℂ𝑛من  𝑓لدالةّ  𝑊𝜆(𝑓)يعُرّف تحويل وايل  λلأجل أيّ عددٍ حقيقيٍّ غير صفريٍّ 

𝑊𝜆(𝑓) = ∫ℂ𝑛𝑓(𝑧)𝜋𝜆(𝑧, 0)𝑑𝑧 

 .λمع الوسيط  ℍ𝑛هو تمثيل شرودنر على  𝜋𝜆حيث 
 , بالشكل:𝐺𝜆و عندئذٍ نعُرّف مقابلة وايل 

𝐺𝜆(𝑓) = 𝑊𝜆(ℱ𝜆(𝑓)) 
 .𝑓ل هو تحويل فورييه التماسكي  ℱ𝜆(𝑓)حيث 

,𝑝)توافقيّة مجسّمة ثنائيّة التحدّر من الدرجة  𝑃, و (radial)نصف قطريةّ  𝑓و من أجل دالةّ  𝑞) و من ,
λأجل  >  لدينا: 0

𝑊𝜆(𝑃𝑓) = 𝐺𝜆(𝑃) (∑ 𝑅𝑘−𝑝
𝜆 (𝑓)𝑃𝑘(𝜆)

∞

𝑘=𝑝

) 

 , و 𝐻(𝜆)هي المساقط المرتبطة مع مؤثر هرميت  𝑃𝑘(𝜆)حيث 

𝑅𝑘
𝜆(𝑓) =

𝛤(𝑘 − 𝑝 + 1) 𝛤(𝑛)
𝛤(𝑘 + 𝑞 + 𝑛) ∫ℂ𝑛+𝑝+𝑞𝑓(|𝑧|)𝜑𝑘,𝜆

𝑛+𝑝+𝑞−1(𝑧)𝑑𝑧 
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 :  1.5مبرهنة

,𝐿2(ℍ𝑛 إلى 𝐿2(ℍ𝑛)حاب, يطبّق مؤثراً لا متغيّر الانس 𝑇ليكن  𝐻𝑝,𝑞) و ليكن ,𝑀(𝜆)  هو ضارب
 فورييه المقابل, و لنفرض العلاقات الآتيّة:

i. 𝑅(𝜎)𝑇𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝜌(𝜎)𝑇𝜌(𝜎∗)𝑓(𝑧, 𝑡) 
σو ذلك لأجل كلّ  ∈ 𝑈(𝑛).   

ii. 𝑇𝛿𝑟𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝛿𝑟𝑇𝑓(𝑧, 𝑡) 
𝑟و ذلك لأجل كلّ  > 0. 

iii. 𝑀(𝜆)𝑃𝑘(𝜆) = ((2𝑘 + 𝑛)|𝜆|)− 12(𝑝+𝑞)
𝑆(𝜆) 
 .𝑆(𝜆)و ذلك لأجل بعض المؤثرات غير المحدودة 

 , فإنّ المؤثر:ℋ𝑝,𝑞على  𝐵خطيٍّ   إلىعندئذٍ لأجل أيّ د
B(𝑇)𝑓 = 𝐵(𝑇𝑓) 

 هو تركيب خطي لتحويلات ريس مع المضاريب:

𝐺𝜆(𝑃)𝐻(𝜆)− 𝑝+𝑞
2  

 .ℋ𝑝,𝑞 عنه من خلال قاعدة متعامدة من يعُبرَّ  𝑃حيث 

  الإثبات:

,𝐾(𝑧هو مؤثر تلاف مع النواة التوزيعيّة  𝑇إنّ المؤثر  𝑡):التي تخذ قيمها في , 
ℋ𝑝,𝑞: 𝑇𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝑓 ∗ 𝐾(𝑧, 𝑡) 

:𝑌𝑗}لتكن المجموعة   𝑗 = 1,2, … , 𝑑(𝑝, 𝑞)}  ًل قاعدةً متعامدةℋ𝑝,𝑞 فقيات الكرويةّ مؤلّفةً من التوا
,𝑑(𝑝, و حيث [6] 𝑞)  بعُد  إلىترمزℋ𝑝,𝑞:عندئذٍ يمكننا أن نكتب . 

𝑇𝑓(𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑇𝑗 𝑓(𝑧, 𝑡)𝑌𝑗

𝑑(𝑝,𝑞)

𝑗=1

= ∑ 𝑓 ∗ 𝐾𝑗(𝑧, 𝑡)𝑌𝑗

𝑑(𝑝,𝑞)

𝑗=1

                   (1.5) 

𝜌(𝜎) 𝑇 𝜌(𝜎−1)𝑓و هي   (𝑖)الفرضيّة  = 𝑅(𝜎) 𝑇 𝑓  العلاقة: إلىتؤول 

𝑅(𝜎) 𝑇 𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝑇 𝜌(𝜎−1) 𝑓(𝜎−1𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑇𝑗𝜌(𝜎−1) 𝑓(𝜎−1𝑧, 𝑡)𝑌𝑗

𝑑(𝑝,𝑞)

𝑗=1

 

:𝑌𝑗}في القاعدة  𝑅(𝜎)ل رمزاً للمصفوفة المقابلة  (𝑎𝑖,𝑗(𝜎))ليكن  𝑗 = 1,2, … , 𝑑(𝑝, 𝑞)}  ,
 ة الآتيّة: عندئذٍ يصبح لدينا العلاق
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∑ 𝑎𝑖,𝑗(𝜎)𝑇𝑗𝑓(𝑧, 𝑡)
𝑑(𝑝,𝑞)

𝑗=1

= 𝑇𝑖 ρ(𝜎−1) 𝑓(𝜎−1𝑧, 𝑡)                         (1.6) 

 و التي تعطينا بعد الحساب العلاقة:

𝑓 ∗ ∑ 𝑎𝑖,𝑗(𝜎)𝐾𝑗(𝑧, 𝑡)
𝑑(𝑝,𝑞)

𝑗=1

= 𝑓 ∗  𝜌(𝜎−1) 𝐾𝑖(𝑧, 𝑡)                          (1.7) 

 و هذا ما يبُيّن أنّ:
𝑅(𝜎) 𝐾(𝑧, 𝑡) = 𝜌(𝜎−1) 𝐾(𝑧, 𝑡) = 𝐾(𝜎𝑧, 𝑡) ;   𝜎 ∈ 𝑈(𝑛) 

𝑤من هذه العلاقة ند أنهّ لأجل أيّ متجه واحدة  ∈ ℂ𝑛 ّفإن ,𝐾(𝑤, 𝑡)  ستكون كعنصر منℋ𝑝,𝑞 لا ,
𝜎 متغيّرةً تحت كلّ  ∈ 𝑈(𝑛) مماّ يعيّن ,𝑤. 

,𝑐(𝑤جد دالةّ ذات قيم سُلّميّة لذلك فإنهّ تو  𝑡):بحيث , 
𝑘(𝑤, 𝑡) = 𝑐(𝑤, 𝑡)𝑌𝑤 

 .𝑤لها قطبٌ في  (zonal harmonic)هي توافقيّة نطاقيّة  𝑌𝑤حيث 
,𝑧و لأجل أيّ متجه واحدة  𝑤  يمكننا إيجاد𝜎 ∈ 𝑈(𝑛) بحيث ,σ𝑧 = 𝑤. 

 فإنّ العلاقة: لتاليو با
𝑅(𝜎) 𝐾(𝑧, 𝑡) = 𝐾(𝜎𝑧, 𝑡) = 𝐾(𝑤, 𝑡) 

 العلاقة: إلىتؤدي 
𝑐(𝑤, 𝑡)𝑌𝑤 = 𝑅(𝜎) 𝐾(𝑧, 𝑡) = 𝑐(𝑧, 𝑡) 𝑅(𝜎)𝑌𝑧 

 , و بملاحظة أنّ:𝑤و بأخذ قيمة كلٍ من الطرفين عند 
𝑅(𝜎)𝑌𝑧(𝑤) = 𝑌𝑧(𝑧) = 𝑌𝑤(𝑤) 

,𝑐(𝑧فإننّا ند أنّ  𝑡)  ثابت على طول|𝑧| =  :لتالي, و با1
𝐾(𝑧, 𝑡) = 𝑐(𝑡) 𝑌𝑧 

𝑧و ذلك لأجل كل  ∈ 𝑆2𝑛−1  حيث ,𝑆2𝑛−1 = {𝑧 ∈ ℂ𝑛: |𝑧| = 1}. 
𝛿𝑟𝑇  (𝑖𝑖)و الآن إنّ الفرضيّة  = 𝑇𝛿𝑟  التجانس: إلى, تؤول 

𝐾(𝑟𝑧, 𝑟2𝑡) = 𝑟−2𝑛−2𝐾(𝑧, 𝑡) 
𝑧و لذلك فإنهّ لأجل أيّ  ∈ ℂ𝑛 :يكون 

𝐾(𝑧, 𝑡) = |𝑧|−2𝑛−2𝐾 (
𝑧

|𝑧| ,
𝑡

|𝑧|2) = |𝑧|−2𝑛−2 𝑐 (
𝑡

|𝑧|2) 𝑌 𝑧
|𝑧|

 

 رمزاً للتوافقية المجسّمة المحققة للشرط: 𝑃𝑗ليكن 

𝑃𝑗(𝑧) = |𝑧|𝑝+𝑞 𝑌𝑗 (
𝑧

|𝑧|) 

 عندئذٍ فإننّا نحصل على العلاقة الآتية:
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𝐾𝑗(𝑧, 𝑡) = |𝑧|−2𝑛−𝑝−𝑞−2 𝑐 (
𝑡

|𝑧|2)  𝑃𝑗(𝑧) = 𝑔𝑗(𝑧, 𝑡) 𝑃𝑗(𝑧)                    (1.8) 

,𝑔𝑗(𝑧لاحظ أنّ  𝑡)  ّدالةّ نصف قطرية(radial function):تحقق شرط التجانس , 
𝛿𝑟 𝑔𝑗 = 𝑟−2𝑛−𝑝−𝑞−2 𝑔𝑗 

 , عندئذٍ تصبح لدينا العلاقة الآتيّة:ℋ𝑝,𝑞خطيّ على  إلىد Bليكن 

B(𝑇𝑓) = ∑ 𝑐𝑗𝑇𝑗𝑓
𝑑(𝑝,𝑞)

𝑗=1

= ∑ 𝑐𝑗 𝑓 ∗ 𝐾𝑗

𝑑(𝑝,𝑞)

𝑗=1

 

 هو مؤثر ضارب فورييه مع الضارب: 𝑇𝑗إنّ المؤثر 
𝑀𝑗(𝜆) = 𝑊𝜆(𝐾𝑗

𝜆) 
 بالشكل الآتي:  Hecke_ Bochnerو الذي يمكن حسابه باستخدام صيغة 

 من العلاقة:
𝐾𝑗

𝜆(𝑧) = 𝑔𝑗
𝜆(𝑧)𝑃𝑗(𝑧) 

λتنتج العلاقة الآتية لأجل  > 0: 

𝑊𝜆(𝑃𝑗𝑔𝑗
𝜆) = 𝐺𝜆(𝑃𝑗) (∑ 𝑅𝑘−𝑝

𝜆 (𝑔𝑗
𝜆)𝑃𝑘(𝜆)

∞

𝑘=𝑝

)                            (1.9) 

 حيث:

𝑅𝑘
𝜆(𝑔𝑗

𝜆) =
𝛤(𝑘 − 𝑝 + 1) 𝛤(𝑛)

𝛤(𝑘 + 𝑞 + 𝑛) ∫ℂ𝑛+𝑝+𝑞 𝑔𝑗
𝜆(𝑧) 𝜑𝑘,𝜆

𝑛+𝑝+𝑞−1(𝑧)𝑑𝑧 

 و حيث:
𝑔𝑗

𝜆(𝑟𝑧) = 𝑟−2𝑛−𝑝−𝑞 𝑔𝑗
𝜆𝑟2(𝑧) 

 كما أنّ:
𝑅𝑘

𝜆𝑟2(𝑔𝑗
𝜆𝑟2) = 𝑟−𝑝−𝑞 𝑅𝑘

𝜆(𝑔𝑗
𝜆) 

 :لتاليو با

𝑅𝑘
𝜆(𝑔𝑗

𝜆) = 𝑅𝑘
1(𝑔𝑗

1)𝜆− (𝑝+𝑞)
2  

 له الصيغة: 𝑀𝑗(𝜆)أنّ الضارب و بذلك فإننّا نتبيّن 

𝑀𝑗(𝜆) = 𝐺𝜆(𝑃𝑗) (∑ 𝑐𝑘−𝑝 𝑃𝑘(𝜆)
∞

𝑘=𝑝

) 𝜆− (𝑝+𝑞)
2                         (1.10) 

 تبُيّن أنّ: 𝑀𝑗(𝜆)𝑃𝑘(𝜆)و أخيراً فإنّ الفرضيّة على 



 
 

(243) 
 

𝑐𝑘−𝑝 = (2𝑘 + 𝑛)− (𝑝+𝑞)
𝑘لأجل كلّ   2 ≥ 𝑝. 

𝐺𝜆(𝑃𝑗)𝑃𝑘(𝜆)و يمكن التحقق من أنّ:  = 𝑘, لأجل  0 < 𝑝. 
 نحصل على العلاقة: لتاليو با

𝑀𝑗(𝜆) = 𝐺𝜆(𝑃𝑗) 𝐻(𝜆)− (𝑝+𝑞)
2  

 و هذا ما يتُمّ الإثبات.

 [𝟏𝟓]:  1.6مبرهنة

𝑃لتكن  ∈ ℋ𝑝,𝑞 ب , و لنرمز𝑅𝑃 يا, مع الضارب:لتحويل ريس من الرتبة العل 

𝐺𝜆(𝑃) 𝐻(𝜆)− (𝑝+𝑞)
2  

, عندئذٍ فإنّ ℋ𝑝,𝑞خطيّ على  لياد βمؤثراً يحقق الفرضيات المذكورة في المبرهنة السابقة, و ليكن  𝑇و ليكن 
β(𝑇)  يكون محدوداً على𝐿𝑝(ℍ𝑛)  1)حيث < 𝑝 < , و (1,1)(, ويكون من النوع الضعيف ∞

 .𝑃رضيات على ذلك تحت بعض الف
 في الواقع لتكن: 

𝑃0(𝑧) = 𝑧𝑗
𝑝𝑧𝑘̅̅̅𝑞 ; 𝑗 ≠ 𝑘 

 . ρ(𝜎)𝑃0هو مجموعة جميع  𝑂(𝑃0), أي إنّ 𝑈(𝑛)تحت تثير  𝑃0لمدار  𝑂(𝑃0)ب و لنرمز 
 نحصل على المبرهنة الآتية: لتاليو با

 [𝟏𝟓]:  1.7مبرهنة

𝑃لأجل كل  ∈ 𝑂(𝑃0) ّتحويل ريس , فإن𝑅𝑃 :يحقق التقدير 

‖𝑅𝑃𝑓‖𝑝 ≤ 𝐶𝑝‖𝑓‖𝑝                                                     (1.11) 

1)حيث  𝐿𝑝(ℍ𝑛)على  < 𝑝 <  .𝑛مستقل عن البعد  𝐶𝑝, حيث (∞

 : (𝟑)ملاحظة

𝑃بأخذ  ∈ ℋ𝑝,𝑞و لنأخذ تحويل ريس من الرتبة العليا , 𝑅𝑃  المرتبط مع𝑃  :[4]وفق العلاقة 

𝑊(𝑅𝑃𝑓) = 𝑊(𝑓)𝐻− (𝑝+𝑞)
2 𝐺(𝑃) 

 .𝑃هو مقابلة تحويل وايل لكثيرة الحدود  𝐺(𝑃), و 𝑓هو تحويل وايل للدالةّ  𝑊(𝑓)حيث 
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 و كما سبق لدينا:
ρ(𝜎)𝑓(𝑧) = 𝑓(𝜎−1𝑧) 

 على الدوال. 𝑈(𝑛)تثير  إلىترمز 
عرّف بالشكل: μ(𝜎)تمثيل و بأخذ ال

ُ
 الم

𝑊(ρ(𝜎)𝑓) = 𝜇(𝜎)𝑊(𝑓)𝜇(𝜎)∗ 
σو  𝜇(𝜎)و المؤثرات  ∈ 𝑈(𝑛)  واحديةّ على𝐿2(ℝ𝑛). 

 و الآن لنقدّم المبرهنة الآتية:

 [𝟔]:  1.8مبرهنة

σلأجل أي  ∈ 𝑈(𝑛) :لدينا 

ρ(𝜎)𝑅𝑃𝑓(𝑧) = 𝑅ρ(𝜎)𝑃(ρ(𝜎)𝑓)(𝑧)                                    (1.12) 

 الإثبات:

 لدينا:

𝑊(𝑅ρ(𝜎−1)𝑃𝑓) = 𝑊(𝑓)𝐻− (𝑝+𝑞)
2 𝐺(ρ(𝜎−1)𝑃) 

                                = 𝑊(𝑓)𝐻− (𝑝+𝑞)
2 𝜇(𝜎)∗𝐺(𝑃)𝜇(𝜎) 

𝐻− (𝑝+𝑞)تبديلي مع  ∗𝜇(𝜎)حيث 
2. 

 و يمكن أن نكتب:

𝑊(𝑅ρ(𝜎−1)𝑃𝑓) = 𝜇(𝜎)∗𝑊(ρ(𝜎)𝑓)𝐻− (𝑝+𝑞)
2 𝐺(𝑃)𝜇(𝜎) 

 و هذا يعني أنّ:

𝑊(𝜌(𝜎)𝑅ρ(𝜎−1)𝑃𝑓) = 𝑊(ρ(𝜎)𝑓)𝐻− (𝑝+𝑞)
2 𝐺(𝑃) 

 و هذا ما يتُمّ الإثبات.
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,  و قدمنا و بذلك نكون قد درسنا بعض الخصائص المهمة لتحويل ريس الشهير على زمرة هايزنبرغالخلاصة: 
 العديد من المتباينات التي توضح لنا الحدود حرة البعد لتحويلات ريس.

ها يمكن دراسة تحويلات ريس المرتبطة بمؤثر هرميت الخاص و إثبات إلىمن هذه النتائج التي توصلنا التوصيات: 
تحويلات ريس و المرتبطة  المتباينات المتعلقة بها, كما يمكن استنتاج متباينات القيم المتجهة للمتسلسلات من

 المعممة و مؤثرات لاجير. Grushinبمؤثرات 
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