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اتباع  ينبغيسلوب العلمي في كتابة البحوث والدراسات المراد نشرها، حرصاً من هيئة التحرير على استخدام الأ
 القواعد التالية : 

لكتروني ، والبريد الإن يحتوى على العنوان واسم الباحث ) الباحثين ( ، والدرجة العلمية وجهة العمل ، والدولة ، أ ينبغيالغلاف 
 وسنة النشر . 

 نجليزي ( بعكس لغة البحث لا يتجاوز ورقة واحدة.إ –المتن يشتمل على ملخص للبحث ) عربي 
جراء أتخضع البحوث المقدمة للنشر للتحكيم العلمي ، ولهيئة التحرير  ن تطلب من المؤلف بناء على اقتراح المحكمين 

 بل الموافقة على نشره .التعديلات المطلوبة على البحث ق
 :ضوابط ومواصفات البحوث المقدمة للنشر

 و الدراسة ضمن الموضوعات التي تختص بها المجلة .أن يكون البحث أ .1
خر آو يكون الباحث قد تناوله بعنوان أطروحة علمية أو مستلا من أالمجلات  ىحدإيكون البحث قد سبق نشره في  لاا أ  .2

 بهذا الخصوص . يبتعهد خطخرى ويوثق ذلك أفي وسيلة نشر 
 الأمريكيةفيما يخص البحوث العربية تكتب هوامش البحث وقائمة المراجع  وفق دليل جمعية علم النفس  .3

(APA)American  Psychological  Association   لنسبة للبحوث العربية وتكون الطبعة الخامسة 
بين  1( للنص مع ترك مسافة 11( بحجم )Traditional Arabic( بخط )A4الطباعة على وجه واحد على ورق )

 سم من جهة التجليد ،  3سم و مع ترك هامش  2.2السطور وتكون الهوامش 
للغة الإنجليزية تكتب وفق نظام ) .1 ،  MLA ) Modern Language Associationفيما يخص البحوث 

للغة العربية بين السطور مع  1( مع ترك مسافة Times  New Roman( بخط  )12بحجم خط ) وجود ملخص 
 صفحة ي يكون التوثيق داخل المتن ) اللقب ، السنة ، الصفحة ( . 11في بداية البحث بحيث لا تزيد صفحات البحث 

ن يعبر عن هدف البحث بوضوح ويتبع المنهجية العلمية من حيث أمكان و ن يكون مختصرا قدر الإأعنوان البحث يجب  .2
سلوب بحث صفحة بما في ذلك صفحات الجداول والصور  22ن لا تزيد ورقات البحث عن أعلمي ، و  يالتناول والإحاطة 

 والرسومات وغيرها .
صول البحث  .6 سلوب العرض والمصطلحات وتوثيق المصادر أوقواعده من حيث  العلمييجب على الباحث التقييد 

لكامل عن صحة النقل من المصادآوالمراجع في  ر والمراجع المستخدمة ، وهيئة التحرير غير خر البحث ، وهو المسئول 
 قد تحدث في تلك البحوث .  "دبية وعلمية أسرقات ئ "ي نقل خاطأمسئولة عن 

، ويتطلب من الباحث مراعاة العلميالبحوث المقدمة للمجلة تخضع للتقييم من قبل متخصصين بشكل يضمن التقييم  .1
 خطاء اللغوية والإملائية .سلامة بحثه من الأ

شعار الباحث بقبول بحثه تلت .8 ذا قبل إن يرسل الباحث أو قابلا للتعديل بعد التقييم  على أن كان مقبولا للنشر إزم المجلة 
 -والجامعة والكلية والقسم  –والدرجة العلمية  –مكان يتضمن الاسم الثلاثي (  مختصر قدر الإ  CVبحثه سيرة ذاتية ) 

 والهاتف . –كتروني البريد الال –وجدت  إنهم المؤلفات أو 



 
 

 ج 
 

ن عنها أدبيا و صحابها فهم المسئولأو لم تنشر ، وهي تعبر عن رأي أتعاد لأصحابها سواء نشرت  البحوث المقدمة للمجلة لا .9
لضرورة رأي المجلة .  وقانونيا ولا يمثل 

لمؤتمرات والندوات والأنشطة  .11 لمجال العلمي والبحثي وما يتعلق  كاديمية وملخصات الرسائل الأالمجلة تنشر كل ما يتعلق 
 ن لا تزيد عن خمس صفحات مطبوعة  أالعلمية ونقد الكتب على 

ن يقوم بتزويد المجلة بنسخة من البحث في على أو التعديل أضافة و الإأشعار الباحث بقبول بحثه وإرجاعه للتصحيح إ .11
 (.  CDصورته النهائية على قرص مدمج)

نتظار الطبع حسب إصدور خطاب صلاحية النشر وتحال تعتبر البحوث قابلة للنشر من حيث  .12 ولوية الدور ألى الدور 
 بحاث المحالة للنشر .وزخم الأ

 عداد المجلة التي نشر بها بحثه .   إيزود الباحث بنسخة من  .13
 

�هيئة تحرير المجلة
� 



 
 

 د 
 

 افتتاحية العدد 

 

 بسم الله الرحمن الرحيم
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 لملخصا
  الجديدة لبعض الفئات الفرعية the Fekete-Szegoهو دراسة  وحل  مشكلة   الغرض من هذه الورقة

لعدد  الم لنجوم و دالة محدبة مرتبات  لرمز    ركبلدالة شبيهة  ,والتي يرمز لها  ( , , )n
bs m qD Oو, ( , , )n

bc m qD O 
,التي تم  الحصول عليها بعامل تفاضلي  معمم   على التوالي ( , , )m qD G O مختلف الحالات الخاصة  .  [8] المعرف في

 .المعروفة أو الجديدة لنتائجنا 

 

Abstract 
           The purpose of the present paper is to investigate the Fekete-Szego problem for 
certain new subclasses   starlike and convex functions of complex of order   denoted by

, ( , , )bs m qD G O  and , ( , , )bc m qD G O  respectively, which involving certain a generalized 
derivative operator , ( , , )m qD G O  defined in [8]. Various known or new special cases of 
our results are also pointed out. 
 
Keywords: Analytic functions; Starlike of complex of order   ; Convex of complex of 
order  , generalized derivative operator 
 
Introduction and Preliminaries 

Fekete-Szegö problem may be considered as one of the most important results 
about univalent functions, which is related to coefficients of a function’s Taylor series 
and was introduced by Fekete and Szegö [1], studied a special inequality which arises 
naturally  from a combination of  two coefficients    and    of a class of univalent 
analytic normalized function S. They obtained sharp upper bound of  2

3 2|  |a aP� , where 
P  is real. The problem of maximizing the absolute value of the functional    −       is 
called Fekete-Szegö problem. After 30 years or so, Keogh and Merkes [2] solved the 
problem for certain subclasses of univalent functions. Then Koepf [3] gave excellent 
results for the class of close-to-convex functions. Moreover, this functional has also 
been studied for    as real as well as complex number.  And many others follow the 
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same problems with different techniques for different classes. For other examples 
defined on various classes can be read in ([3]- [5] and [8] ). 
 
       Let   denote the family of analytic functions f in the unit disk ={ :| |<1}z z�  
 normalized by  ( ) =  =   ( ) −  . If       then   has the following 
representation     

 
=2

( ) = .         (1)k
k

k
f z z a z

f

�¦              

We also consider   the class of those functions from   which are univalent in . 
Nasr and Aouf [6, 7] introduced ( )s b and ( )C b , the class of starlike functions of 
complex order  and the class of convex functions of complex order  respectively. More 
preciously, the function       is said to be in the class ( )s b , if it satisfies the 
following condition 

                              
1 ( )( ) Re 1 1 0

( )
zf zs b

b f z
  ½c§ ·

 � � !® ¾¨ ¸
© ¹¯ ¿

,      and  ≠    

Similarly, the function       is said to be in the class ( )C b , if it satisfies the 
following condition 

                             
1 '( )( ) Re 1 0

'( )
zf zC b

b f z
 ½c§ ·

 � !® ¾¨ ¸
© ¹¯ ¿

      and  ≠    

Observe that (1)s   and (1)C  represent standard starlike and convex univalent functions, 
respectively. 
 
Nagat and Duras  in( [8],[9]) have recently introduced  generalized derivative operator

, ( , , )m qD G O   as the following:                                                                                         
            

For the function f A�  given by (1), we define a new generalized derivative operator  
as follows:           

 ,

=2

1( , , ) ( ) = (1 ) ( , ) ,
1

m k
k

k

km q f z z k c k a z
q

D G DO O G
f �

� �
�¦   

  where 0, ={0,1,2...}, ,mG D� �  , 0qO t  and 1

1

( 1)( , ) = ,
(1)

k

k

c k GG �

�

�
 

 where ( )kx  denotes the Pochhammer symbol (or the shifted factorial) defined 

by 
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( ) =
                                                                        =  

 ( +  )( +  ) ( +  −  )         =1,2,3,....k �        

By specializing the parameters of , ( , , ),m qD G O  we get the following derivative and 
integral operators.    

 x  The derivative operator introduced by Ruscheweyh [10];  

 0, 0,
0

=2
(0, , ) (1,0,0);( ) = ( , ) .n n n k

k
k

q n R z c n k a zO
f

{ � { �¦  

 x  The derivative operator introduced by S a la gean [12];  

 ,0 0,0
1 0

=2
(0, , ) ( ,0,1);( ) = .n n k

k
k

q n n D z k a zD O
f

{ � { �¦  

 x  The generalized Salagean derivative operator introduced by Oboudi [11];  

 0,0
0

=2
( ,0, );( ) = (1 ( 1)) .n n k

k
k

n n z k a zOO O
f

� { � � �¦  

 x  The generalized Ruscheweyh derivative operator introduced by Darus and Al-Shaqsi 
[13];  

 0,
0

=2
(1,0, );( ) = (1 ( 1)) ( , ) .n n k

k
k

n R z k c n k a zOO O
f

� { � � �¦  

  x  The derivative operator introduced by Catas [17];  

 0,
0

=2

1 ( 1)( , , );( ) ( , , ) = ( , ) .
1

m
m k

k
k

k lm l m l z c k a z
l

E OO O E E
f � � �§ ·� { � ¨ ¸�© ¹
¦  

  x  The integral operator introduced by Cho and T. H. Kim [14];  

 1,0

=2

1( , ,1) = ( ) .n k
n k

k
n I z k a z

k
O OO

O

f �
� { �

�¦  

Using the operator , ( , , )m qD G O , we now introduce the following classes 
 
 Definition 1.1. We say that a function       is in the class , ( , , )bs m qD G O if  

                     
,

,

1 ( , , ) ( )Re 1 1 0
( , , ) ( )

z m q f z
b m q f z

D G

D G

O
O

 ½c§ ·° °� � !® ¾¨ ¸
° °© ¹¯ ¿

,      and  ≠   
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 . 

By giving specific values to          and  , we obtain the following important subclass 
studied by 0,

1 (0, , ) (1 )n
bs q s bO 
�  �  (Nasr and Aouf [6]). 

Definition 1.2. We say that a function       is in the class , ( , , )bC m qD G O if 

                          
,

,

1  ( , , ) '( )( ) Re 1 >0
( , , ) '( )

z m q f zC b
b m q f z

D G

D G

O
O

 ½c§ ·° ° �® ¾¨ ¸
° °© ¹¯ ¿

      and  ≠   

 
        Note that                 , ( , , )bC m qD G O ⟺    , ( , , )bS m qD G O . 
 
 
2. Main results 
Befor we consider how the Taylor series coefficients of functions in the classes 

, ( , , )bs m qD G O  and , ( , , )bC m qD G O  might be bounded, let us first consider this problem      
for the Caratheodory functions.  

 Let P  be the family of all functions p  analytic in  for which { } > 0Re p ,       

          given by     2
1 2( ) =1 ..., .p z c z c z z� � � �     

Lemma 2.1( [15] )    If p P�  then  

         | | 2,kc d          for all          . 

Lemma 2.2( [16] ) If 2
1 1 2( ) =1 ...p z c z c z� � �  is an analytic function with positive real 

part in ,  then  

 2
2 1| | 2max{1,| 2 1|}.c cX X� d �                                  

The result is sharp for the function  

2

1 1 2

(1 ) (1 )( ) = ( ) = .
(1 ) (1 )

z zp z or p z
z z

� �
� �

 

 

Theorem 2.3.  Let   be nonzero complex number. If   of the form (1) is in 
, ( , , )m qD G O  , then 

|  | ≤
(1 q� )| |

 (1 )q O� � (   )
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                           |  | ≤
 | |(   )

 (1 2 )q O� � (   )(   )
    [   + | +   | −  ]. 

Proof.        

By the definition of the class  , ( , , )bs m qD G O  there exists       such, that        

,

,

( , , ) ( )
( , , ) ( )

z m q f z
m q f z

D G

D G

O
O

c

 
   =  −  +    ( )

 , 

so that, 

  +     +  +  
 +  

 
 (   )   +     +  +   

 +  
 ( +  )( +  )

     +  

 +   +  +  
 +  

 
 (   )    +   +  +   

 +  
 ( +  )( +  )

     +  
 

                          =  −  +  [ +    +     +  ], 

which implies the equality 

 +     +  +  
 +  

 

 (   )    +     +  +   
 +  

 ( +  )( +  )
 

    +  

=  +    +  
 +  +  
 +  

 

 (   )     

+    +     
 +  +  
 +  

 

 (   )

+  
 +  +   
 +  

 ( +  )( +  )
 

    

+    +
 +  +  
 +  

 

 (   )   

+     
 +  +   
 +  

 ( +  )( +  )
 

    +   

 

Equating the coefficients of both sides we have   

 
 +  +  
 +  

 

( +  )  =                                

     
 +  +   
 +  

 ( +  )( +  )
 

  =
 
 

  −
   

 
+
( +   )

 
     

so  
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  =
  (   )

 (    ) (   )
 ,                  =

 (    )(   )
 (    ) (   )(   )

      (2)       

Taking into account (2) and Lemma 2.1, we obtain 

|  | =
   ( +  )

 (1 )mq O� � ( +  )
 

           ≤
 | |( +  )

 (1 )mq O� � ( +  )
   

 =
| |( +  )

   (1 )mq O� � ( +  )
 

|  | =
 ( +  )

 (1 2 )mq O� � ( +  )( +  )
  −

   

 
+
   

 
+      

                      ≤
| |( +  )

 (1 2 )mq O� � ( +  )( +  )
 −

|  | 

 
+
| +   |

 
|  |  

                =
| |( +  )

 (1 2 )mq O� � ( +  )( +  )
 + |  | 

| +   | −  
 

 

                                 =  | |(   )

 (1 2 )mq O� � (   )(   )
    [   + | +   | −  ]. 

First, we consider the case, when   2
3 2| |a aP�  for complex P . 

Theorem 2.4.    Let   be a nonzero complex number and let , ( , , )bs m qD G O .Then for P  
complex  then  

 

|  −     | ≤      (   )
 (      ) (   )(   )

      +   −   (   ) (   ) (      )
  (     ) (   )

  

  

For each _ there is a function in , ( , , )bs m qD G O such that equality holds. 

Proof. Applying (2) we have 
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  −     =
 ( +  )

  +  + 2O
 ( +  )( +  )

[  +     ]

−
      ( +  ) 

  ( +  +  )  ( +  ) 
 

=
 ( +  )

  +  + 2O
 ( +  )( +  )

  +     

−
     ( +  ) ( +  ) ( +  +   ) 

  ( +  +  )  ( +  )
 

=
 ( +  )

 ( +  +   ) ( +  )( +  )
  +

     

   
−
   

 
+
   

 

−
      ( +  ) ( +  ) ( +  +   ) 

    ( +  +  )  ( +  )
 

=
 ( +  )

 ( +  +   ) ( +  )( +  )
  −

   

 

+
   

 
 +   −

   ( +  ) ( +  ) ( +  +   ) 

   ( +  +  )  ( +  )
              ( ) 

 

|  −     | ≤   

 ( +  )
 ( +  +   ) ( +  )( +  )

 −
|   |
 

+
|   |
 

 +   −
   ( +  ) ( +  ) ( +  +   ) 

   ( +  +  )  ( +  )
 

=  (   )
 (      ) (   )(   )

 +  
 

 +   −   (   ) (   ) (      )
  (     ) (   )

−  . 

Then, with the aid of Lemma 2.2, we obtain 

|  −     | ≤      (   )
 (      ) (   )(   )

      +   −   (   ) (   ) (      )
  (     ) (   )

  

Taking  =  =  =   =    and b = 1 in Theorem 2.4, we have 
 
Corollary 2.1 [2]  If          then for       we       
 

|   −      |  ≤     {  |   −   |}  
 
Moreover, for each  , there is a function in   such that equality holds. 
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Theorem 2.4  Let   >    and let , ( , , )bs m qD G O .Then forP real, 

Then, 

12 2

2
3 2 1 2

2 (1 ) 3 ( 2)(1 2 ) (1 )1 2 1 ,
3 ( 1)( 2)(1 2 ) 2 ( 1) (1 )

2 (1 )               | |  ,
3 ( 1)( 2)(1 2 )

2 (1 ) 3 (1 2 1
3 ( 1)( 2)(1 2 )

m

m m

m

m

b q q qb if
q q

b qa a if
q

b q b
q

D

D D

D

D

D

P G O
P P V

G G O G O

P V P V
G G O

PP
G G O

§ ·§ ·� � � � �
� � d¨ ¸¨ ¸¨ ¸� � � � � � �© ¹© ¹

�
� d d d

� � � �

�
� � �

� � � � 22 2

2)(1 2 ) (1 ) .
2 ( 1) (1 )

m

m

q q if
qD

G O P V
G O


°
°
°
°
®
°
° § ·§ ·� � � �° t¨ ¸¨ ¸¨ ¸° � � �© ¹© ¹¯

 

Where                                                                                                                                                      

 
2

1
2 ( 1)(1 )= ,

3 (1 ) (1 2 ) ( 2)

m

m m

q
q q

D

D

G OV
O G

� � �
� � � �

 

 
2

2
2 ( 1)(1 ) [1 ]= .

3 (1 ) (1 2 ) ( 2)

m

m m

q b
b q q

D

D

G OV
O G

� � � �
� � � �

 

Moreover for each μ, there is a function in , ( , , )bs m qD G O  such that equality   hold 

  Proof         By (3), we obtain 

  −     =
 ( +  )

 ( +  +   ) ( +  )( +  )
  −

   

 

+
   

 
 +   −

   ( +  ) ( +  ) ( +  +   ) 

   ( +  +  )  ( +  )
 

First, let. 1,P Vd  In this case, by (3), Lemma 2.1 and give 
|  −     | ≤   

 ( +  )
 ( +  +   ) ( +  )( +  )

 −
|   |
 

+
|   |
 

 +   −
   ( +  ) ( +  ) ( +  +   ) 

   ( +  +  )  ( +  )
 

2 2

2 (1 ) 3 ( 2)(1 2 ) (1 )1 2 1
3 ( 1)( 2)(1 2 ) 2 ( 1) (1 )

m

m m

b q q qb
q q

D

D D

P G OP
G G O G O

§ ·§ ·� � � � �
d � �¨ ¸¨ ¸¨ ¸� � � � � � �© ¹© ¹

                       

Now let 1 2 ,V P Vd d  Then, using the above calculations, we get 
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                           2
3 2

2 (1 )          | |
3 ( 1)( 2)(1 2 )m

b qa a
qDP

G G O
�

� d
� � � �

 

 
 
 
Finally, if 2P Vt , then we obtain 
 
|  −     | ≤   

 ( +  )
 ( +  +   ) ( +  )( +  )

 −
|   |
 

+
|   |
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Using the well-known Alexander relation,  we easily obtain bounds of coefficients and a 
solution of the Fekete-Szegö problem  for the class , ( , , )bc m qD G O  
 

Theorem 2.7.  Let   be nonzero complex number. If   of the form (1) is in 
, ( , , )m qD G O  , then 

|  | ≤
(1 q� )| |

 (1 )mq O� � ( +  )
 

|  | ≤
 (1 q� )| |

   (1 2 )mq O� � ( +  )( +  )
[ + | +   |] 
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  (   )
 (      ) (   )(   )

      +   −

                                                                                 (   ) (   ) (      )
  (     ) (   )

 . 

Taking  =  =  =   =    and b = 1 in Theorem 2.7, we have 
 
Corollary 2.8 [2] S If         then for       we       
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