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Abstract: 

In general, sturm-Lioville system is obtained by applying the separation of 

variables to boundary or elementary value problems of second order, since 

the sturm-Lioville system contains a homogeneous differential equation of 

the second order with two terms for each a < 𝑥 <  𝑏.Therefore, the main 

objective of this paper is to solve the sutrm-Liovill system using power 

series when x = x0 is a fair point of the system. 

By applying the boundary conditional, general solution of the stutrm-liovill 

system is achieved and it is found that each eigenvalue λncorresponds to 

an eigenfunction yn(x)and these functions are linearly independent and 

orthogonal solutions within the period a < 𝑥 < 𝑏. 
القيمة الذاتية  –الدوال الذاتية   -الشرطين الحديين    –الكلمات المفتاحية : منظومة شتروملوفيل   

___________________________________________________ 
 Introductionالمقدمة:

ا القيم الحدية  ) معادلة    أو       قيم حديةلخطية نتحصل على مسألة  عند اجراء فصل المتغيرات على مسائل 

′′yتفاضلية عادية (.  + λ2y = 0 →  y(x)لكل                      (1) 

 المنظومةعلى  ننا نتحصل إف dirichle tمن شروطسألة القيم الحدية شرطين حديينعندما يكون لمف

  
d2y

dx2
+ λ2y = 0                      0 < 𝑥 < 𝑙                                                          (2) 

 y(0) = 0 
 y(l) = 0 

 المنظومةفأننا نتحصل على   Naumann وعندما يكون لمسألة القيم الحدية شرطين حديين  من شروط 

 
d2y

dx2
+ λ2y = 0             0 < 𝑥 < 𝑙                                                                    (3) 

 y′(0) = 0 

 y′(l) = 0 

 . كلاسيكية )معادلة تفاضلية خطية من الدرجة الثانية (وهى معادلة Sturm-Liouvilleوهي ما تعرف بمنظومة  

 
d

dx
(r(x)

dy

dx
) + [λp(x) − q(x)]y = 0 

 سميت هكذا نسبة إلى عالمي الرياضيات الفرنسيين جاك شارل فرانسوا ستروم وجوزيف ليوفيل. 
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 studary robinوnaumanو  dirichletتحتوي على شروط    التي ينشأ من مسائل القيم الحدية    اى أن هذا النظام

 ]4[و كذلك مسائل القيم الحدية للحدود القطبية .

 بيق الشروط الحدية نتحصل على الحل العام للمنظومة طوتλ< 0تكون ( عندما 2ففي المنظومة )

 y(x) = 0                                                                                                           (4)   
 (2طبيق الشروط الحدية نتحصل على الحل العام للمنظومة )وكذلك ت λ = 0وعندما   

 y(x) = 0                                                                                                       (  5 )    
 .لمنظومة شترومليوفيلوهو حل شاذ 

الذاتية من   الحدية  مرة  الشروط  يق  ـطبوت   λ> 0منظومة شتورملوفيل موجبة فعندأي يجب ان تكون القيم 

 ( 2أخرى نتحصل على الحل العام للمنظومة )

 y(x) = bsin√λ x                                                                                            (6 

                         n = 0,1,2,……

    λn =  
π2(2n−1)2

4l2
     

 

yn        وهي دوال ذاتية  = b sin
π(2n−1)

2l
x                                                                   

. [1] 

شترومو  منظومة  حل  أقترح  الورقة  القوى(باستخدام    ليوفيلهذه  عادية   عندما)متسلسلات  نقطة  تكون 

لكل  تحصلنا على الحل العام للمنظومة.بحيث    بتطبيق الشروط الحديةوالنتيجة هنا،sturm-liovilleنظومةلم

ذاتية دالة ذλnقيمة  الدوال هي حلول   yn(x)تيةاتناظرها  لكلوهذه  aمستقلة خطيا ومتعامدة  < 𝑥 <

𝑏    . 

 : فات  ـأهم التعري 

 طريقة فروبنيوس : 

x  نعرف متسلسة قوى حول  = x0 

f(x) = C0 + C1(x − x0) + C2(x − x0)2 + ⋯ = ∑ Cn
∞
n=0 (x − x0)n       (7) 

 : الاتية  المعادلةنفرض أن 

   S0(x)y′′ + S1(x)y′ + S2(x)y = 0                                                     
x نقول .x   في  متسلسلة قوى ب  منها التعبير عن كل  أي يمكن   x دوال تحليلية فيS2،S1، S0حيث أن كل من  =

x0 نقطة عادية ordinary point  إذاS0(x) ≠ 0 . 

xإذا كانت  تعريف: = x0  التالية   عادية للمعادلة التفاضليةنقطة 

       S0(x)y′′ + S1(x)y′ + S2(x)y = 0 
,وكانت الدوال  S2(x)S1(x)،S0(x)هي دوال تحليلية في xأي يمكن التعبير عنها بمتسلسلة قوى في x  . فإن

 : ضلية أعلاه يمكن وضعه على الصورةالحل العام للمعادلة التفا

(8 )                              y = ∑ Cm
∞
n=0 (x − x0)m = C0y1(x) + C1y2(x) 
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وأن C0 ،C1حيث  اختيارية  عندمy1 ، y2ثوابت   
ً
خطيا مستقلة  شتروم   وبشكل  ،x  [3]ا حلول  منظومة    عام 

حديين متجانسين    ينشرطي من الرتبة الثانية بالإضافة إلى    لوفيل تحتوي على معادلة تفاضلية خطية متجانسة

 .y(x)لدالة المجهولة
d

dx
(r(x)

dy

dx
) + [λp(x) − q(x)]y = 0                                           (9)  

l1y′(a) + h1y′(a) = 0                                                                                 (9, a)  

l2y′(b) + h2y′(b) = 0 (9,b) 

أن  pالتان متصلتان د r،qها مشتقة متصلة وكذلك ل pة  وال حقيقيد p،r،qحيث  > 0،r > كل قيم  ل 0

x  الفترة ,على  a ≤ x ≤ b  λλ  على ب يعتمد  لا  حقيقية   h2،h1،l2،l1وان .xارمتر  عن  ثوابت  مستقلة 

وكذلك لا  l2،l1بحيث  λالبارمتر   
ً
معا يتلاشيان   h2،h1  ن  يتلاشيا   لا.

ً
هذه  معا شتروم تسمى  بمسألة    المسألة 

 [2,1].لوفيل

شتروملوفيل،وال  لمنظومة  الحل  ندرس  عندما    ن  الثانية  الدرجة  من  متجانسة  تفاضلية  معادلة  لأي 

R(x)تكون  > aلكل     0 < 𝑥 < 𝑏. 

R(x)
d2y

dx 2
+ S(x)

d y

d x
+ [λP(x) − q(x)]y = 0 (10) 

R(x)بما أن  >  مكن كتابة المعادلة بالشكل ي 0

d2y

dx 2
+

s(x)

R(x)

d y

d x
+ [λ

P(x)

R(x)
−

Q(x)

R(x)
] y = 0                                  (11) 

d2y

dx 2
+ B(x)

d y

d x
+ [λU(x) − V(x)]y = 0                                               (12) 

∫eبضرب الدالة  B(x)dxفي كل حد 

e∫ B(x)dx d2y

dx 2
+ e∫ B(x)dx B(x)

d y

d x
+ [λU(x)e∫ B(x)dxV(x)e∫ B(x)dx]y=0 

                                                                                       (13)       

 ولكن

d

dx
[e∫ B(x)dx dy

dx
] = (e∫ B(x)dx d2y

dx 2
+ e∫ B(x)dx B(x)

d y

d x
                (14) 

d

dx
[e∫ B(x)dx dy

dx
] + [λU(x)e∫ B(x)dx − V(x)e∫ B(x)dx]y=0                  (15) 

V(x)بوضع =  نحصل على 0
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d

dx
[e∫ B(x)dx dy

dx
] + [λU(x)e∫ B(x)dx]y=0 

 بوضع

r(x) =   e∫ B(x)dx             ,                    p(x) = U(x)e∫ B(x)dx                  , 

  r(x) > 0       ,         r′(x) > a   لكل            0 < x < b 

 وبذلك نتحصل على 
d

dx
[r(x)

dy

dx
] + [λp(x)]y = 0                            , a < x < b                          (17) 

x     إذا كانت الن ،  = x0وضع الحل على الصورةنقطة عادية للمعادلة أعلاه ب   : 

y = ∑ Cm
∞
m=0 (x − x0)m                                                                                                                   (18) 

y′ = ∑ mCm
∞
m=0 (x − x0)m−1                                                                        (19) 

y′′ = ∑ m (m − 1)Cm
∞
m=0 (x − x0)m−2                                                       (20) 

 .  لنحصل على الحل العام (17)والتعويض في المعادلة 

 : : لنفرض أن مسألة القيمة الحدية مثال

d2y

dx 2
+λy = 0                  0 < x < l                                                                 (21)  

   y(0)=0 

    y′(l) = 0 
)  r=1,  q=0,  p=1حيث   الشروط  من  هي حالة خاصة  الحدية  )  ( a,9والشروط  xإذا   ، (b,9و  = نقطة   0 هي 

 .عادية

 فإن الحل يمكن وضعه على الصورة

y = ∑ Cm

∞

m=0

(x − 0)m = ∑ Cm

∞

m=0

xm 

y′ = ∑ m Cm

∞

m=1

xm−1 

y′′ = ∑ m (m − 1)Cm

∞

m=2

xm−2 

 ( لنحصل على 21في المعادلة ) ,y′′   yثم التعويض عن 

 ∑ m (m − 1)Cm
∞
m=2 xm−2 + λ ∑ Cm

∞
m=0 xm = 0 

∑استبدال يمكن  m (m − 1)Cm
∞
m=2 xm−2ب ــــ∑ (m + 2) (m + 1)Cm+2

∞
m=0 xm          

 ∑ (m + 2) (m + 1)Cm+2
∞
m=0 xm + λ ∑ Cm

∞
m=0 xm = 0 

 ∑ [(m + 2)(m + 1)Cm+2 + λCm]xm = 0              xm ≠ 0∞
m=0 

 (m + 2)(m + 1)sm+2 + λCm = 0         , xm ≠ 0 
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 وبذلك نتحصل على الصيغة التكرارية 

Cm+2 =
−λCm

(m+2)(m+1)
       ,                                         (m= 0,1,…….) 

C2 =
−λC0

2 × 1
= −

λC0

2!
 

C3 =
−λC1

3 × 2
= −

λC1

3!
 

C4 =
−λC2

4 × 3
= −λ

(−λC0)

2!

4 × 3
=

λ2C0

4!
 

C5 =
−λC3

5 × 4
= −λ

(−λC1)

3!

5 × 4
=

λ2C1

5!
 

C6 =
−λC3

6 × 5
= −λ

(λ2C0)

4!

6 × 5
=

λ3C0

6!
 

y(x) =  ∑ Cmxm = C0 + C1x + C2x2 + C3x3 + C4x4 + C5x5 + ⋯ .

∞

m=0

 

       = C0 + C1x + (
−λC0

2!
) x2 + (

−λC1

3!
) x3 + (

λ2C0

4!
) x4 + (

λ2C1

5!
) x5

+ (
λ3C0

6!
) x6   + ⋯ 

= C0 −
λC0

2!
x2 +

λ2C0

4!
x4 + ⋯ +

(−λ)n

2n!
C0x2n + C1x −

λC1

3!
x3 +

λ2C1

5!
x5

+ ⋯ +
(−λ)n

(2n!)
x(2n−1) 

= C0 [1 − 
λ

2!
x2 +

λ2

4!
x4 + ⋯     +

(−λ)n

2n!
x2n] + C1[x −

λ

3!
x3 +

λ2x5

5!
+

        …   +
(−λ)nx2n−1

(2n−1)!
]. 

y(x) = C0[cosλx] + C1[sinλx]                                                                     (22) 

x0وهي حلول مستقلة خطيا وتحليلية عند  = 0 

y(0) شروط الحدية                                                             من ال = 0 

0 = C0cosλ(0) + C1sinλ(0) 
0 = C0cosλ(0) ⟹ C0 = 0 

 ن ( نجد أ18من المعادلة )

y′(x) = −λC0sinλx + C1λcosλx 
y′(l)ومن الشرط  =  نحصل على 0
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0 = y′(l) = −λC0sinλl + C1λcosλl 
0 = C1λcosλl ⟹ cosλl = 0 

λl =
π

2
⟹ λ =

π

2l 
                                      أي أن                                                                

λn =
(2n−1)π      

2l
 وعليه فأن                                                               

 ويكون الحل العام للمعادلة

y(x) = C1sin
(2n − 1)

2l
x 

 : نعتبر مسألة القيم الحديةمثال

y′′ + λy = 0                                             − l < x < l                                (19) 

                                                 

y(−l) = y(l) 
y′(−l) = y′(l) 

xحيث أن الحل:  =  نقطة عادية0

 الحل نفرض أن 

y = ∑ Cmxm

∞

m=0

 

y′ = ∑ mCmxm−1

∞

m=1

 

y′′ = ∑ m(m − 1)Cmxm−2

∞

m=2

 

 :( نتحصل على19) بالتعويض في المعادلة

∑ m(m − 1)Cmxm−2

∞

m=2

+ λ ∑ Cmxm = 0

∞

m=0

 

 وبمساواة الحدود فيمكن استبدال 

∑ (m + 2)(m + 1)Cm+2xm ب ــــ

∞

m=0

∑ m(m − 1)Cmxm−2

∞

m=2

 

∑ (m + 2)(m + 1)Cm+2xm + λ

∞

m=0

∑ Cmxm

∞

m=0

= 0 

∑ (m + 2)(m + 1)Cm+2 + λCmxm = 0

∞

m=0

,       xm ≠ 0 

(m + 2)(m + 1)Cm+2 + λCm = 0 
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cm+2 = −
λCm

(m+2)(m+1)
    ;                                   m≥0 

C2 =
−λC0

2 × 1
=

−λC0

2!
 

C3 =
−λC1

3 × 2
=

−λC1

3!
 

C4 =
−λC2

4 × 3
=

−λ(−λC0)

2!

4 × 3
=

λ2C0

4!
 

C5 =
−λC3

5 × 4
=

−λ(−λC0)

3!

5 × 4
=

λ2C1

5!
 

C6 =
−λ3C0

6!
 

 Ci   ،( i=2,3,…..)تم التعويض عن قيمة 

y(x) = ∑ Cmxm

∞

m=0

= C0 + C1x + C2x2 + C3x3 + C4x4 + C5x5 + ⋯ 

= C0 + C1x + (
−λC0

2!
) x2 + (

−λC1

3!
) x3 + (

−λ2C0

4!
) x4 +

−λ2C1

5!
x5 + ⋯ 

= C0 + (
−λC0

2!
) x2 + (

−λ2C0

4!
) x4 + ⋯ +

(−λ)nx2n

2n!
+ C1 x

+ (
−λC 1

3!
) x3 + (

λ2C1

5!
) x5 + ⋯ +

(−λ)nx(2n−1)

(2n − 1)!
 

y(x) = C0cosλx + C1sinλx 

y(−l)                                                  نجد ان من الشروط الحدية   = y(l)     

C0cosλl + C1sinλl  = C0cosλ(−l) + C1sinλ(−l) 
C0cosλl + C1sinλl  = C0cosλl − C1sinλl 
2C1sinλl = 0 ⟹ sinλl = 0 

 وعليه فإن

λ =
π

l
      ;   λn =

nπ

l
 

y′(−l) = y′(l)                                                                    من الشرط 

 حيث:

y′(l) = −λC0sinλl + λC1cosλl 
y′(−l) = λC0sinλl + λC1cosλl 
λC0sinλl + λC1cosλl = −λC0sinλl + λC1cosλl 
2λC0sinλl = 0 
sinλl = 0 

λl = π ═> λ =
π

l
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 وهي قيمة ذاتية: 

λn =
nπ

l
                                                                           وعليه فأن

الحل العامومنها نحصل على   

y(x) = C0cos
nπ

l
x + C1 sin

nπ

l
x 

yn(x)دوال ذاتية يرمز لها  λnحيث يناظر القيمة الذاتية   = y(λn, x ). 

لمنظوم  نظرية: الذاتية  القيم  للقيم    لوفيل  شترومة  جميع  المتناظرة  الذاتية  الدوال  جميع  وتكون  حقيقة 

 . b]  ، [ aالحقيقية متعامدة على الفترة 

 من المثال السابق يتضمن أن الدوال الذاتية 

y(x) = C0cos
nπ

l
x + C1 sin

nπ

l
x 

l−تكون متعامدة على الفترة ≤ x ≤ l 

 ∫ 1(
l

−l
 cos

nπ

l
x sin

nπ

l
x)dx = 0 

cos،1}مجموعة الدوال  أي أن
nπ

l
x، sin

nπ

l
x }[1]ة                                       متعامد . 

 الخاتمة: 

لمنظومة شتروم الرياض ي  التحليل  الشرطي  من خلال  والتطبيق  مرضية    ني للحدي  ين لوفيل  نتائج  على  تحصلنا 

وهذه   ،yn(x)تناظرها دالة ذاتية   λnنقطة عادية للمنظومة وان   xتحققت فيها هذه الشروط عندما تكون  

 ومتعامدة لكل  
ً
aالدوال هي حلول مستقلة خطيا < x < b  نستنتج اذا كانت ، وyn(x)   دالة ذاتية تناظر

 .  λnالة ذاتية تناظر القيمة الذاتية  كذلك د  Cyn(x)ثابت فإن C≠0وكانت  λn القيمة الذاتية  

  لوفيل  لا يمكن أن نجد حلين مستقلين خطيا" مناظران لقيمة ذاتية واحدة، أي لا يمكن أن   في منظومة شتروم

 مستقلتان مناظرة لنفس القيمة الذاتية.ان تكون دالتان ذاتيتان خطيت
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